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 4162בינואר  61

 

 1, רועי פולניצרMerton-KMV אמידת ההסתברות לחדלות פירעון באמצעות מודל

כמה תנאים , נסביר Moody's-KMVושל מודל KMV-Merton של מודל  רעיון והמבנהאת ה נציג, הזמאמר ב

 . חוב ם שלשל שני סוגילמקרה מיוחד  Mertonמודל  את נרחיב - האמורים לפני שניישם את שני המודלים

לחדלות פירעון של כמה פירמות בעלות לבחון את ההסתברות על מנת אמיתיים בנתונים נשתמש לבסוף, 

 .תוצאות שיתקבלול קשרב כמה תובנות קבלצפה לנ, ושונים פיםנשלושה עמתנאים פיננסיים שונים 

 

 הקדמה .1

( שלו. לכישלון repaymentsסיכון אשראי הוא הסיכון לכך שחייב כלשהו לא יוכל לעמוד בהחזרי החוב )

בעיקר בסיכון האשראי של נתמקד , במאמר זהחוב עשויים להיות כמה השלכות.  יבעמידה בהחזר

( של הפירמה, defaultסיכון חדלות הפירעון )י של הפירמה מכונה לעתים קרובות הפירמה. סיכון האשרא

 על פי רובשל הפירמה מזוהה  הפירעוןחדלות משמשים כמילים נרדפות במאמר זה. ואכן שני המונחים 

 ואנ .2( של הפירמה. עם זאת, זהו רק אחד מבין כמה אירועי אשראיbankruptcyעם פשיטת הרגל )

, שחדלות למרות הפירמה לא מצליחה לעמוד בהחזרי החוב שלה. ,שבו אשראי באירועמתעניינים 

, ואכן ה הפסדים משמעותייםלפירמיגרמו  מתרחשת שהיא ברגע, נדיר אירועהיא  הפירעון של הפירמה

אלו שלא, בטרם פירמות שיגיעו למצב של חדלות פירעון לבין  בין משמעי חד באופן להבחין דרך שום אין

פרטים בודדים רבים מקדישים תשומת לב רבה למידול ו לות הפירעון. כתוצאה מכך, פירמותאירוע חד

 Standard andהאשראי כמו למשל  3דירוג סיכוני אשראי של פירמות ציבוריות. למען האמת, סוכנויות

Poor's ,Fitch ו- Moody's  נולדו למטרה זו. הפונקציות העיקריות שסוכנויות דירוג אלו ממלאות הינן

 חברות ופרטים בודדים והקצאת דירוגי אשראי.של ( סיכון האשראי Outlookהערכת תחזית ) :דומות

 

עקבות חדשנותם של נגזרי אשראי עיקר בבשא נרחב, כמותי של סיכוני אשראי הפך כיום לנומידול 

עניין רב במודלים לחיזוי מגלים אנשי אקדמיה ואנשי מקצוע רבים  בשל כך,ומכשירי חוב של הפירמה. 

)ראה  Mertonסיכוני האשראי של הפירמה. אחד היישומים העיקריים המצוי בשימוש נרחב הוא זה של 

KMVחברת [(. 6]
והציגה מודל  Merton, שיכללהושיפרה את מודל וני אשראיהמתמחה בניתוח סיכ ,4

הפירמה הינו  העצמי שלשווי ההון  לפיה, Merton מודל מסגרת שלב המשתמש KMV-Merton הנקרא

                                                
למומחי  העולמי מהאיגוד( FRM- Financial Risk Manager) פיננסיים סיכונים בניהול בינלאומית מחזיק בהסמכה 1

 CRM- Certifiedבהסמכה ישראלית בניהול סיכונים ), (GARP- Global Association of Risk Professionals) סיכונים
Risk Manager( מהאיגוד הישראלי למנהלי סיכונים )IARM- Israeli Association of Risk Managers). בעלים של משרד 

 ישראל. GARP האקדמי של בסניף מרצהו ייעוץ והדרכה –שווי פנימי 
ומי . הסבר מלא ניתן למצוא באתר האינטרנט של האיגוד הבינלאזו עבודה ממסגרת חורג האשראי אירועי פירוט מלא של 2

 (. ISDA- the International Securities and Derivatives Associationלניירות ערך ונגזרים )
 סולם. מידרוג חברת או מעלות חברת י"ע הדירוג נעשה בארץ. החוב גרתיא מנפיק ידי על פירעון חדלותל הסיכון דירוג 3

 גרתיאש משמעותו, D -ו ביותר הנמוכה הסיכון רמת תבעל החוב גרתיאש , משמעותו,AAA כאשר ,AAA -ל Dבין  נע הדירוג
 ומתייחס האיגרת פירעון עד" מתוחזק" הדירוג, המדורג י"ע מוזמן הדירוג בארץ. ביותר הגבוהה הסיכון רמת בעלת חובה

 .לחייב ולא החוב לאיגרת
 .Moody's KMVנקראת היום  KMV. חברת KMV חברת רכישתאת השלימה  Moody'sהדירוג  חברת 4114שנת ב 4



 2 

אך הפירמה עם מחיר המימוש השווה לערך הנקוב של חוב הפירמה,  נכסי( על שווי call) 6רכש 5אופציית

, המתודולוגיה KMV-Mertonמבנה ההון של הפירמה. במודל ע לנוגבהתבסס על כמה הנחות מפשטות ב

פעיל(, בתנודתיות ההון העצמי )אשר הינה  בשוק מצוטט משתמשת בשווי ההון העצמי )אשר הינו מחיר

( observableכמה פרמטרים נצפים )עוד ישיר( וב באופן הנצפים שוק מנתוני ישיר המשתמע באופן נתון

י נכסי הפירמה ואת תנודתיות שווי נכסי הפירמה, אשר שניהם אינם אחרים על מנת לקבל את שוו

את ההנחה כי שווי הפירמה  םמייש KMV-Mertonמודל נצפים. לאחר קבלת שני האומדנים הללו, 

( על מנת Geometric Brownian Motionהכולל תנועה בראונית גיאומטרית ) סטוכסטיעוקב תהליך 

 ן של הפירמה.לחדלות פירעו לקבוע את ההסתברות

 

 זה ביישום ,בחוכמה ,משתמשת KMV חברת מידול סיכוני אשראי.הוא אבן היסוד של  Merton מודל

טובה כבר יכולה להיות יכולת  כמהנשאלת השאלה , זאת של הפירמה. עם האשראי סיכון חיזוי ךלצור

הרי  שלו?ות מפשטה נחותהההנשען על  Mertonמודל  כאשר היא מיישמת את KMVהחיזוי של חברת 

 . אלו הנחות על ורק אך כתמסתמ נהאינ KMVחברת . מציאותיות מפשטות אלו אינן הנחות, בפועל

                            פיתחו מודל חדש הנקרא מודל Stephen Kealhofer -ו KMV, Oldrich Vasicekמייסדי 

Vasicek-Kealhofer  להלן "מודל(Moody's-KMV )"(4] ראה )]את "המרחק ב הראשון מעריךשבשל 

 במסד שתמשמ ובשלב השני( Distance-to-Defaultשל פירמה בודדת ) DD -לחדלות פירעון", לאמור ה

 ל"תוחלת שכיחות חדלות הפירעון", לאמור DD -היני אודות פירמות בארה"ב לצורך המרת נתונים קני

 (.Expected Default Frequencyהפירמה ) של EDF -ה

 

 דיוק את במטרה לבחוןפעם אחת , Moody's-KMV מודל על מבצעים מחקרים רבים ועאנשי מקצ

[( 3] ראו) Crosbie and Bohn. אותוולשכלל  נוספות לשפרדרכים  על מנת לחפשפעם שניה ו המודל

לאחר שתיקננו את ההנחות שלו ויישמו גרסה נוספת של מודל  Moody's-KMVאת מודל הציגו 

Merton שוק והתנודתיות של נכסי הפירמה מתוך שווי ההון העצמי וכל זאת על מנת לחישוב שווי ה

הצליחו לשחזר את תוצאות [( 2] ראו) Kealhofer and Kurbatלשפר את דיוק המרחק לחדלות פירעון. 

תופס יותר מידע ומגיב מהר יותר בהשוואה  Moody's-KMV שקבעו כי מודל Moody'sהמחקר של 

פרט לאנשי מקצוע אלו, חוקרים רבים  .דירוג האשראישל סוכנויות ת המסורתיולמתודולוגיות 

בוחנים את [( 5] ראו) Moody's-KMV .Bharath and Shumwayת יגם הם במתודולוגי מתעניינים

על ידי בניית "ההסתברות" האלטרנטיבית הנאיבית שלו.  KMV-Mertonשל מודל  הדיוק והתרומה

מרחק לחדלות פירעון" קשור לכמה גורמים נצפים, וכיצד ניתן לשפר לפיכך, אנו מבקשים להבין כיצד "ה

 את המתודולוגיה.

 

                                                
 רכש אופציית.מוסכם ותאריך מחיר, בכמות מסוים נכס של מכירה או לרכישה חובה לא אך זכות בו למחזיק המקנה חוזה 5

(CALL )מכר אופציית. הנכס לרכוש זכות מקנה (PUT )הנכס למכור הזכות מקנה. 
 זמן, במחיר מסוים נכס ממנו לקנות, חובה השאיננ, זכות תשלום תמורת השני לצד מקנה אחד צד לפיו צדדים שני בין הסכם 6

 .מראש קבועים וכמות
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, מודלים Mertonסוקר בקצרה את הספרות לגבי גזירת משוואת  4 חלק: כדלקמן בנוי המאמר המשך

בפרט. חלק  Moody's-KMV -ו Mertonלחדלות פירעון של פירמה המבוססים על הון עצמי בכלל ומודל 

ניתן לבדוק את המודל  כיצד מתאר 2למקרה פרטי. חלק   Mertonיצד ניתן להרחיב את מודל מציג כ 3

 מסכם. 5באמצעות נתונים אודות פירמות בישראל. סעיף 

 

 מודלים לחיזוי חדלות פירעון .2

Merton של עבודתם את הרחיב Black and Scholes (1] ראה )]האופציות לצורך  תמחור תיאורית על

, 41 -של המאה ה 01 -בסוף שנות ה. הנחות חזקותכמה פירעון של הפירמה, באמצעות חדלות החיזוי 

 מודלבאמצעות לחיזוי חדלות הפירעון של הפירמה  Mertonמודל  פיתחה ושיכללה את KMVחברת 

בהונה העצמי של הפירמה כאופציית . מודל זה מסתמך על הרעיון שניתן לראות KMV-Merton הנקרא

 Stephen -ו Oldrich Vasicekמאוחר יותר,  על שווי נכסי הפירמה לאופק זמן מסוים. ונילה אירופאית

Kealhofer מודל את הרחיבו Black-Scholes-Merton לחדלות  הסתברות של במטרה לייצר מודל

"(. מודל זה מניח שניתן להסתכל על הונה VKמודל )להלן " Vasicek-Kealhoferמודל  באמצעות פירעון

לאופק ( על שווי נכסי הפירמה perpetual barrier optionהפירמה כעל אופציית חסם לנצח )העצמי של 

 חדלות הפירעון נקודת . ברגע ששווי נכסי הפירמה נופל מתחת לרמת סף כלשהי, הנקראתזמן מסוים

(DP)כיח הו , בתום אופק הזמן או לפני כן, הפירמה מגיעה מייד למצב של חדלות פירעון. מאחר ומודל זה

 Moody'sחדלויות פירעון בשוק האמריקאי, החליטה סוכנות הדירוג  את עצמו פעמים רבות בחיזוי

 נתוניםבמסד המשתמש  Moody's-KMV מודל. Moody's-KMV מודל ליישמו; ועל כן הוא נקרא כיום

על , Default לשיעורי בנוגע עבר תצפיות על המבוסס Moody's  חברת של הגדולהסטטיסטיים  הנתונים

 ההסתברויות את ומחשב, לחדלות פירעון במרחק השינויים של האמפירית ההתפלגות את מנת לאמוד

"תוחלת  בשם חדלות פירעון זו ידועה הסתברות .[(5] ראה)לחדלות פירעון בהתבסס על התפלגות זו 

 בשל (.firm-specificהיא למעשה ייחודית לפירמה )ו[(, 7] ראה) EDF שכיחות חדלות הפירעון"

 . המסחרי לסוד הפך Moody's-KMVהיישום מודל , Moody's של המסחריים מאפייניה

 

 Merton (1791)מודל  .א

                 Black-Scholesאופציות של ההציע מודל, המבוסס על תיאורית תמחור  Merton 6772 שנתב

סיכון האשראי  להעריך אתבמטרה [( בשל "המשתנים הנצפים" של הפונקציה הסופית, 1)ראה ]

של הפירמה. המודל קושר את סיכון האשראי למבנה ההון של הפירמה. מודל זה הוא אולי 

, מפשטותהתרומה המשמעותית ביותר לתחום מחקר סיכוני האשראי. בהסתמך על כמה הנחה 

( על שווי נכסי callאופציית רכש )לא פחות מהינו של הפירמה עצמי ההון ההמודל מניח כי 

שווי החוב מתוך שווי ההון העצמי. תיאור של גם את , ניתן למעשה לגזור מתובנה זוהפירמה. 

 וצג בסעיף הבא.ימודל זה 

 

 

 



 4 

 הנחות (1

[(. 1)ראו ] Black-Scholesמניח כמה הנחות על מנת לפתח את משוואת  Mertonמודל 

 את ההנחות הללו לארבעה חלקים. יםמסווגחנו אנ

 חוב (א

 יתהנפד 7של איגרת חוב )הומוגני ובודד( וג אחדס רק (issuedהפירמה הנפיקה )

. הפירמה מבטיחה לשלם את איגרת החוב למחזיק איגרת החוב במועד Tבזמן

 .Tהפדיון

 מבנה הון (ב

ממומנת באמצעות חוב והיא  8ציבוריתהינה הפירמה כי מונח פשוט , Merton במודל

 מאזן שלה נראה כך:הי, כך שוהון עצמ

 

 

 Merton: מאזן הפירמה של 1תרשים                        

 

 :-שנקבל , החשבונאית מהזהות, טבעי באופן

 

                                        (6)      tFEtFCtF ,,   

 

)זוטר יותר,  ה יכולה להנפיק חוב חדשנהחוב, הפירמה אינהערה: קודם לפירעון 

 מניות של (repurchaseאו לבצע רכישה עצמית ) ותה רמת בכירות או בכיר יותר(בא

 הפירמה.

 נכסי הפירמה של שווי הדינמיקה (ג

 סטוכסטיהם עוקבים תהליך כי המודל מניח שנכסי הפירמה הינם נכסים סחירים, ו

( על מרחב Geometric Brownian Motionהכולל תנועה בראונית גיאומטרית )

ההסתברות  PF,, כדלקמן: 

 
                                                

שטר המונפק ע"י ממשלות ופירמות אשר בו מתחייב המנפיק כלפי אוחז השטר לתשלום קרן וריבית בתנאים  -אגרת חוב  7
 .ומועדים הנקובים בשטר. בארץ קיימים בשוק אג"ח שקלי, צמוד מדד ומט"ח

 למכירה לציבור רחב. הרשומים שלהניירות הערך הציע את לה ל פירמה שאושרמתייחס ל 8
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                                      (4)  FdWFdtdF FF    

 

הפירמה, של תנודתיות והעל הפירמה  התשואהתוחלת הם F-וFכאשר

 -ו תהליך וינר סטנדרטי ואה dWבהתאמה, tNW ,0~ . tF נורמלי -מפולג לוג

 , הינה:tכאשר תוחלת השווי שלו בזמן 

 

                                (3)     
















 tFF tWtrFtF  2

2

1
exp0  

 שוק מושלם     (ד

על  סקנ וממסים. אין 9הקופון והדיבידנד המודל מתעלם למעשה מתשלומי, זו בהנחה

 נכס כל למכור או לרכוש יכולים נזיל לחלוטין; המשקיעים השוק. 10בחסר מכירה

 סיכון, חסרת ריבית שיעור אותומגלמים  פיקדונותהלוואות ו. הרצוי השוק במחיר

 ניסוחי את מפרות אינן אלו הנחות. על פני אופק הזמןוידועה קבועה  זו וריבית

  המודל; הן מתוארות רק לשם הנוחות.

 

 דרההג (2

כי  מניחים אנו, Black-Scholesהגזירה של  בעקבות  ttFVY ,11  ו-   ttFVY ,22  

[(, 0] ראו) (Ito's Lemmaאיטו ) של באמצעות הלמה .הן שתי פונקציות של השווי והזמן

 :-נקבל ש

 

                                (2)    ...
2

1 2

2

2

dF
F

V
dt

t

V
dF

F

V
dY iii

i













  

 

 -ו 2,1iכאשר  tFF  הכולל תנועה  סטוכסטי. מאחר ונכסי הפירמה עוקבים תהליך

(, אזי Geometric Brownian Motionבראונית גיאומטרית )  dtFdF F

222
 ואם נסדר ,

 :-ש נקבל(, 2מחדש את משוואה )

 

                                (5)  dt
F

V
Fdt

t

V
dF

F

V
dY i

F
ii

i 2

2
22

2

1














   

 

                                                
 .(נקוב ערך ₪ 6 - ל וזיםבאח מבוטא לעיתים) המניות בעלי בין שמחולק תשלום 9

 ירידת את לנצל למוכר מאפשרת היא, למוכר אותן המשאיל הבורסה חבר בבעלות אלא, המוכר בבעלות שאינן ע"ני מכירת 10
 .האופציות בשוק בעיקר מקובלת בחסר מכירה בארץ. רווח להשגת השער
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( בסכום longפוזיציית יתר )כולל , התיק המתאים 2Y -ו 1Y -המורכב מ תיק בחירת ידי על

 :-ש ונקבלתיק כשווי ה . נגדיר 2Y( בסכום של shortופוזיציית חסר ) 1Yשל שווי

 

                                                            (1)  21 YY   

 

 :-ונקבל ש(, 1) משוואה בתוך( 5) -ו( 4) משוואות את נציב

 

        (7)

dW
F

V

F

V
F

dt
F

V
F

F

V
F

t

V
dt

F

V
F

F

V
F

t

V
d

F

FFFF



































































21

2

2

2

2
2221

2

1

2
221

2

1

2

1





   

 

, ניקח dtעל מנת להבטיח כי התיק הינו חסר סיכון במהלך הזמן 
FV

FV






2

. בהיעדר 1

 :תהליך , שווי התיק עוקב11ארביטראז'

 

                                                            (0)  dtrd   

 

 הינו שיעור הריבית חסרת הסיכון. rכאשר 

 

  :-נקבל ש(, 0משוואה ) ( ל7השוואת משוואה ) ידי על

 

        (7)   dtVVrdtrdt
F

V
F

t

V
dt

F

V
F

t

V
FF 212

2

2
222

2

1

2
221

2

1

2

1




































    

       

 :-ש ונקבלאת איברי המשוואה נסדר מחדש 

 

     (61)                

F

V

rV
F

V
F

t

V

F

V

rV
F

V
F

t

V
FF































2

22

2

2
222

1

12

1

2
221

2

1

2

1


 

                         

                                                
 ניצול תוך, שונים במחירים, שונים שווקים בשני פיננסי נכס של ומכירה רכישה. סיכון כל ללא רווח למשקיע נוצר בו מצב 11

 נסחרים, המניה לעומת להמרה ח"אג או, אופציה כתב כמו חברה אותה של ע"ני שני שבו מצב וכן. זמניים שער הפרשי
 .למשקיע סיכון וללא מידי רווח תיצור הללו ע"בני שפעילות ךכ במחירים
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, היות וזה תקף עבור כל שתי t -ו Fשני הצדדים שווים לפונקציית ארביטראז' של

פונקציות  tFV  -ו 1, tFV ארביטראז' הינה ה. נגיד שפונקציית 2, tF,.  עבור כל אזי

פונקציה  tFVY , ש, נקבל-: 

 

     (66)                  0,
2

1
2

2
22 















F

V
tFrV

F

V
F

t

V
F   

 

בחרנ אז   FtF FF  , כאשר , tF,  .כעת  הינו מחיר השוק של הסיכון

 :-( ונקבל ש66ן לכתוב מחדש את משוואה )נית

 

     (64)                  0
2

1
2

2
22 















F

V
FrV

F

V
F

t

V
FFF   

 

(, כך שנקבל  64מאחר ונכסי הפירמה הינם סחירים, נכסי הפירמה הם הפתרון למשוואה )

  0 rVVFF  ,לפיכך .





r
  הינו מחיר השוק של הסיכון. על ידי פישוט

 ( לכדי:64האיברים, אנו יכולים לצמצם את משוואה )

 

     (63)                0
2

1
2

2
22 















F

V
rFrV

F

V
F

t

V
F  

 

 פונקציה והיא נכונה עבור כל הון עצמי ששוויו הוא Black-Scholes-Merton משוואת זוהי

 ששווי הפירמה והזמן. של

 

 מאפיין האופציה של ההון העצמי (3

החוב, מחזיקי איגרות החוב יקבלו את החוב שלהם פירעון במועד , החברות חוק פי על

. ברם, באירוע שבו , השארית(residual) במלואו; מחזיקי המניות לעומתם יקבלו את היתר

י איגרות החוב ישתלטו על הנכסים הנותרים יכול לעמוד בתשלום החוב, מחזיקאינו החייב 

  .דברמחזיקי המניות לא יקבלו ו של הפירמה

 

 העצמי ההון ניתן לראות כי שווי לפיכך, tFE שקול אפקטיבית, מכל הבחינות  ,

הפירמה  נכסי( על שווי callהמהותיות, לאופציית רכש ) tF  השווה לערך עם מחיר מימוש

 :-, וניתן לרשום זאת כTבמועד פדיון החוב  של החובD הנקוב 

 

     (62)                    0,max, DtFtFEValueEquity   
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שווי נכסי הפירמה גבוה מהחוב, נממש את האופציה לקבל תזרים  אם, Tהחוב פדיוןבמועד 

של  (payoffמזומנים )  DtF ההון, שווי  מבנה בדיקת ידי ; אחרת, לא נקבל כלום. על

החוב הוא הנמוך מבין שווי נכסי הפירמה והחוב, והוא שקול אפקטיבית, מכל הבחינות 

הפירמה עם מחיר נכסי ( על שווי put) 12המהותיות, לשווי החוב בניכוי שווי אופציית המכר

. פעם נוספת, ניתן T הפירמה במועד פדיון החוב של חובD השווה לערך הנקוב מימוש 

 :-לרשום זאת כ

 

     (65)                       tFDDDtFtFCValueDebt  max,min,  

 

( עבור שני 63במקרה שגם ההון העצמי וגם החוב סחירים, ניתן לרשום מחדש את משוואה )

ים על ידי רישום המקר tFCV ,1  ו-   tFEV ,2 . 

 

 Mertonתוצאת  (1

 יכולים שאנחנו טוען Merton, החוב שלהן העצמי ו ההון שלהן מאפיין האופציה  בשל

Black-Scholes מודל את להרחיב
הן למקרה של הון עצמי והן למקרה  אופציות לתמחור 13

 על פי תורת תמחור ( באופן ישיר.65) -( ו62ן למשוואות )של חוב, ולרשום את הפיתרו

 :-ש נקבל, האופציות

 

     (61)                        

         

    

tT

tTrDtF

d

dDNedNtFtFE

F

F

tT















 



 2

2,1

21

2

1
ln

,

 

 

 כאשר N סטנדרטית הנורמלית המצטברת ההתפלגות היא. 

 

( וממבנה ההון 65ממשוואה )     tFEtFtFC ,,  ים ש, אנו מקבל-: 

 

     (67)                         21, dDNDedNtFtFC tT  

 

                                                
 קבועים ומחיר זמן, בכמות מסוים נכס למכור חובה שאינה זכות מקבל, תשלום תמורת אחד צד לפיו צדדים שני בין הסכם 12

 .מראש וידועים
 קבוע ריבית שער: הן נוספות תהנחו. המניות מחירי של נורמלית-לוג התפלגות המניח אופציה שווי להערכת כלכלי מודל 13

 קטנים הינם הנכסים במחירי הצפויים והשינויים רציף ע"בני המסחר, בחסר למכירה אפשרות, ומלווים ללווים וזהה

 מחיר ,(S) הבסיס נכס מחיר את משקללת הנוסחה. האופציה כתב של התאורטי השווי את מחשבת הנוסחה. מתקופהלתקופה

 של התשואה על התקן סטיית ואת( t) האופציה פקיעת עד שנותר הזמן ,(r) סיכון חסר נכס ביתרי ,(E) האופציה של המימוש

 .N(d)= )) לעקום מתחת השטח( σ) הבסיס נכס
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 Merton-KMV מודל .ב

המיושם על שווי נכסי הפירמה, ומסתכל על שווי  Mertonמסתמך על מודל  KMV-Mertonמודל 

Black-Scholes-Merton( על הנכסים במסגרת משוואת callההון העצמי כאופציית רכש )
על  14

פירעון עבור כל אחת מהפירמות שבמדגם בכל נקודת זמן נתונה.  לחדלות מנת לייצר הסתברות

של נכסי השווי הנוכחי הלא הם  –לאמוד את אומדני נכסי הפירמה  צריכים אנחנו במודל זה,

של ההון העצמי של הפירמה והתנודתיות  15מתוך שווי השוק נכסי הפירמה ותנודתיותהפירמה 

(, בהינתן הכמות ומשך חיי the equity's instantaneous volatilityהמיידית של ההון העצמי )

החוב. משך חיי החוב נבחר שרירותית ועלותו הפנקסנית של החוב בספרי הפירמה מונחת 

הנקוב של החוב. הפירמה מגיע למצב של חדלות פירעון כאשר שווי נכסי משקפת את ערכו כ

 לחשב ערך הנקוב של החוב. כדיה את (, המהווהDPהפירמה נופל מתחת לנקודת חדלות הפירעון )

 המרחק חדלות פירעון, שהואלנציג פרמטר חדש, הנקרא המרחק  ,לחדלות פירעון ההסתברות את

לבין נקודת חדלות הפירעון. תחילה,  בין תוחלת התפלגות השוויים העתידיים של נכסי הפירמה

לבין נקודת חדלות  בין תוחלת התפלגות השוויים העתידיים של נכסי הפירמה נחלק את המרחק

הפירעון במכפלת תנודתיות נכסי הפירמה בתוחלת התפלגות השוויים העתידיים של נכסי הפירמה. 

המצטברת )קרי,  הצפיפות לאחר מכן, נציב את המרחק מחדלות הפירעון בפונקציית פונקציית

ב של פונקציית התפלגות( על מנת לחשב את ההסתברות ששווי הפירמה יהיה נמוך מהערך הנקו

 החוב במועד פדיון החוב.

 

 Fוהתנודתיות של תשואות הפירמה Vנכסי הפירמה אמידת שווי (1

( על שווי נכסי הפירמה callאופציית רכש ) הוא העצמי ההון, Merton של ההנחות תחת

 Geometricטרית )הכולל תנועה בראונית גיאומ סטוכסטיתהליך והזמן, והוא עוקב 

Brownian Motionכדלקמן ): 

 

     (60)                                               EdWEdtdE EE    

 

Eו-E בהתאמה.של ההון העצמיתנודתיות על ההון העצמי וה התשואההם תוחלת , 

 

 

 

 

 

                                                
 קבוע ריבית שער: הן נוספות הנחות. המניות מחירי של נורמלית-לוג התפלגות המניח אופציה שווי להערכת כלכלי מודל 14

 קטנים הינם הנכסים במחירי הצפויים והשינויים רציף ע"בני המסחר, בחסר למכירה תאפשרו, ומלווים ללווים וזהה

 מחיר ,(S) הבסיס נכס מחיר את משקללת הנוסחה. האופציה כתב של התאורטי השווי את מחשבת הנוסחה. מתקופהלתקופה

 סטיית ואת( t) האופציה פקיעת עד שנותר הזמן(, qתשואת הדיבידנד ) ,(r) סיכון חסר נכס ריבית ,(E) האופציה של המימוש

 .N(d)= )) לעקום מתחת השטח( σ) הבסיס נכס של התשואה על התקן
 .הנתון המתקבל ממכפלה של ההון הרשום למסחר בשער המניה )או מניות אם יש מספר סוגים( 15
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 :-ניתן לרשום את הדינמיקה של ההון העצמי כ (Ito's Lemma) איטו של באמצעות הלמה

 

     (67)                             

 

dW
F

E
Fdt

t

E

F

E
F

F

E
F

dF
F

E
Fdt

t

E
dF

F

E
dE

FFF

F
















































2

2
22

2

2

2
22

2

1

...
2

1

 

                             

   (, נקבל את הקשר הבא:67) -  ( ו60איברי הדיפוזיה במשוואות ) מהשוואת

 

     (41)                                               
F

E
FE FE




   

 

של ההון העצמי  16בנוסף, אנו יכולים לגזור את הדלתא

  01 



 dN

F

E
DeltaEquity E ( 61מתוך משוואה .) 

 

 לכן, הקשר החדש בין התנודתיות של הפירמה לבין התנודתיות של ההון העצמי הינו:

 

 

     (46)                                                1dNFE FE    

 

  (, נקבל את הקשר 67) -  ( ו60( במשוואות )driftאיברי הסחיפה ) מהשוואת, דומה באופן

 הבא:

 

     (44)                                     
t

E

F

E
F

F

E
FE FFE














 

2

2
22

2

1
 

 

של ההון העצמי  17בנוסף, אנו יכולים לגזור את הגמא

 
01

2

2










tTF

dn

F

E
GammaEquity

F

E


של ההון  18והתטא 
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(, כאשר 61)    2

1

2
1

2

1 d
edn





 . 

                                                
 .הבסיס נכס בשער אחת יחידה של משינוי כתוצאה האופציה במחיר השינוי 16
 .הבסיס נכס במחיר אחת יחידה של משינוי אהכתוצ בדלתא השינוי 17
 .ה ביום אחדהאופצי פקיעת למועד עד שנותר הזמן מהתקצרות כתוצאה, האופציה במחיר השינוי 18
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 :-לפיכך, נקבל ש

 

     (43)                                  

 
E
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נתוני הבורסה. תוך באופן ישיר מ נצפהפירמות ציבוריות  העצמי עבור ההון שווי, בפועל

נצפית אף שנכתבה על שווי נכסי הפירמה  (callיה של אופציית הרכש )שוויכי ע מכאן משתמ

. בנוסף, ניתן לקבל את התנודתיות של ההון העצמי באמצעות אמידת התנודתיות היא

 שימוש ידי ( במחירי האופציות הנצפים או עלImplied Volatilityהמשתמעת הגלומה )

 חסרת הריבית את שיעור לנו שיש ברגע. 19המניה בנתונים היסטוריים אודות תשואות

היחידים שאינם ידועים הם שווי נכסי  האומדנים, הזמן של החוב ואת אופק הסיכון

הפירמה  tF  והתנודתיות של הפירמהFשתי המשוואות את לפתור יכולים אנו, . לפיכך 

על מנת לקבוע את  תזמני-( בו41) -( ו61לינאריות )-הא tF ו- F  באמצעות שווי ההון

 העצמי, התנודתיות של ההון העצמי ומבנה ההון. 

 

 (DDחישוב המרחק לחדלות פירעון ) (2

 חברת בקשר להיותם של נכסי הפירמה סחירים מופרת למעשה על ידי Merton של נחההה

KMV. חברת KMV משתמשת בהגדרות של  , ובמקום זהודה זוערה לנקBlack-Scholes 

( DDכמוטיבציה לחישוב שלב הביניים הנקרא "המרחק לחדלות פירעון" )רק  Merton -ו

 בטרם חישוב ההסתברות לחדלות פירעון.

 

על מנת לגזור את ההסתברות לחדלות פירעון של פירמה ספציפית, פרט לתוצאות של שווי 

 .לחדלות פירעון המרחק את לחשב הפירמה, עלינושל תנודתיות ה נכסי הפירמה ואומדן

כאשר שווי נכסי הפירמה הינו מתחת לנקודת חדלות כאמור אירוע חדלות הפירעון מתרחש 

 ידי חדלות הפירעון. על הערך הנקוב של החוב מונח כנקודת Mertonהפירעון. במודל 

 ככל. לחדלות פירעון המרחק את שבלח יכולים אנחנו, נכסי הפירמה של בתנודתיות שימוש

לחדלות פירעון גדול יותר, כך הסיכוי שהחברה תגיע לחדלות  שהמספר שמייצג המרחק

ההסתברות הניטרלית באמצעות  DD -ה את לבטא יכולים אנו, פירעון נמוך יותר. לפיכך

 כדלקמן:  ( לחדלות פירעוןrisk-neutralלסיכון )

 

     (42)            
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תעודת השתתפות כספית בהונה של החברה המקנה בעלות חלקית בזכויות והשליטה בחברה ובכלל זה זכות הצבעה, זכות  19

 .לבעלי המניות אין אחריות פיננסית לפעילות החברה מעבר להשקעתם בה לקבלת דיבידנד וזכויות בפירוק.
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של נכסי הפירמה.  הסיכון חסרת שיעור התשואה הוא r כאשר tF  הוא השווי הנוכחי של

 היא הערך הנקוב של החוב. D -נכסי הפירמה ו

 

 (DDגזירת ההסתברויות לחדלות פירעון ) (3

 -לאחר שקיבלנו את ה tF וה- 
Fלחדלות  ההסתברויות את יתלגזור מייד יכולים , אנו

 בהתאם להגדרה של חדלות פירעון לפיה שווי נכסי הפירמה הינו מתחת לשווי החוב,. פירעון

לסיכון  תניטרלי הסתברותלחדלות פירעון באמצעות  ההסתברויות את לבטא יכולים אנו

 :-כ Tבזמן 

 

     (45)               

  

   

    

    

 

 DDN

DDZ

tT

tTrDtF

Z

tTrDtF

W

DWtTrtF

DTFP

F

F

F

F

tT

tTF
F

t
























































































































Pr

2
ln

Pr

2
ln

Pr

2
expPr

Pr

2

2

2












 

כאשר  1,0~ NZ ו- 
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 -מתחת לנקודת חדלות הפירעון שווה ל 4השטח הירוק בתרשים  DDN . 
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 סי הפירמה במועד פדיון החוב: התפלגות שווי נכ2תרשים                            

 

 ההסתברות לחדלות פירעון המתוארת לעיל איננה מייצגת את ההסתברות

הנייטרלית הסתברות את לחדלות הפירעון של הפירמה, אלא  /האובייקטיביתבפועל

הרי , . מאחר ונכס הבסיס הינו מסוכןשל הפירמה סובייקטיבית לחדלות פירעוןלסיכון/ה

. על מנת לקבל rבשיעור הריבית חסרת הסיכון סחף" )צומח("נששווי הפירמה אינו 

את שיעור הריבית  להחליף עלינו, של הפירמה אובייקיבית לחדלות פירעוןההסתברות 

 :-ש , ואז נקבלFנכסי הפירמה  על תשואהתוחלת הב r חסרת הסיכון
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 במשוואה להשתמש יכולים , אנחנוFנכסי הפירמה  על תשואהתוחלת ה את להעריך כדי

של נכסי  הסיכון חסרת משיעור התשואהיותר  גבוהה( Drift)ה"סחיפה" , במציאות(. 41)

בייקטיבית של נכסי הפירמה תפלגות האוההשל אותם איברי הדיפוזיה  הפירמה, למרות

 התפלגות חסרת הסיכון של נכסי הפירמה.של הו

 

 (KMV-Moody's)מודל  VKמודל  .ג

, זאת . עםMertonבמסגרת ההנחות של עובד  KMV-Mertonמודל  עד כה עסקנו באופן שבו

                                    .Moody's-KMV מודל זהות לאופן שבו פועל שלא להיות עשויות אלו הנחות

. Mertonמודל  של הכללההינו [(, 4] ראה) VKנקרא מודל שבמקור  Moody's-KMV מודל
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קונספט חדש למדידת ההסתברות לחדלות הפירעון של  מציג Moody's-KMV מודל, למעשה

מתקנן כמה  EDF -. ה[(7] ראה)( EDFהפירמה, הנקראת תוחלת השכיחות לחדלות פירעון )

 Moody's חברת של הגדולהסטטיסטיים  הנתוניםבמסד משתמש , וMertonמההנחות של מודל 

 של האמפירית ההתפלגות את על מנת לאמוד, Default לשיעורי בנוגע עבר תצפיות על המבוסס

מחשב את  Moody's-KMV מודלבהתבסס על ההתפלגות שהונחה, . המרחקים לחדלות פירעון

 לחדלות /האובייקטיביתו ההסתברות הפיזיתהינ EDF -לחדלות פירעון. ההשכיחות תוחלת 

 Credit Monitor בשם באמצעות תוכנה EDF -את ה לאמוד עבור פירמה נתונה. ניתן פירעון

ההסתברויות לחדלות  את לקבל כדי בפועל Default שיעור על בהתבסס אמפירי המבצעת מיפוי

 -המעדנת את מיפוי ה[(, 7] ראה) EDF 8.0. הגרסה החדשה ביותר נקראת 5ועד  6פירעון משנה 

DD ל- EDF  לשיעורי בנוגע עבר תצפיותיותר של גדול על ידי מסד Default שיעור ומעדכנת את 

 .חודש בכל הסיכון חסרת הריבית

 

הן מידע קנייני ולא מידע ציבורי הפתוח לציבור, אנו  Moody'sמאחר ושיטות המידול של 

המצויים באתר של מה מאמרים מחקריים מתוך כ בסיסיות תכונות מסתמכים רק על כמה

Moody's KMV. 

 

מבנה ההון של הפירמה מורכב משני סוגי תביעות על תזרימי המזומנים של  Mertonבמודל 

ללא )של מניות רגילות  וסוג אחד (לא המיר וללא תשלומי קופון)של חוב סוג אחד הפירמה: 

ההון של הפירמה מורכב מחמישה  מבנה Moody's-KMV מודללעומת זאת ב .(תשלומי דיבידנד

התחייבויות לזמן ( 4)התחייבויות לזמן קצר, ( 6)סוגי תביעות על תזרימי המזומנים של הפירמה: 

 כתבי אופציה( 5) -, מניות בכורה( וpreferred stocksמניות מועדפות )( 2)מניות רגילות, ( 3)ארוך, 

Warrantsמסוג 
הקופונים והדיבידנדים משולמים  Moody's-KMV מודלב ,. בנוסףESOPs -ו 20

)זוטרות יותר, באותה רמת בכירות או בכירות באופן רציף והפירמה יכולה להנפיק תביעות חדשות 

הפירמה. מקור הדאגה הבא מתמקד בשווי  מניות של (repurchaseאו לבצע רכישה עצמית )יותר( 

מדנים הללו אינם יכולים להיות השוק של נכסי הפירמה ובשווי השוק של ההתחייבויות. שני האו

הנקוב, מאחר ושווי השוק של הנכסים אינו נסחר ועל כן אינו נצפה באופן ישיר,  כםשווים לער

ו אומדן קבוע, היות והוא משתנה בהתאם לאיכות נוהיות ושווי השוק של ההתחייבויות אינ

 ות למידעקנייני התאמות ותבצעתמ Moody's-KMV מודלב, האשראי של הפירמה. למעשה

 .חוב של הנקוב הערך את על מנת לחשב משתמשוא ה שבו החשבונאי

 

                                                
אופציית רכש המונפקת ע"י חברה, המתחייבת להנפיק מניותיה במועד מימוש האופציה תמורת תשלום מחיר המימוש ע"י  20

 .מחזיקי כתב האופציה
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, לאופציה KMV-Mertonבמודל . Merton מודל של הבסיס העצמי הוא ההון של האופציה מאפיין

22במועד המימוש 21אירופאית( Plain Vanillaונילה )( callיש מאפיין של "אופציית רכש )
T,  אך

 23אמריקאית( Barrierחסם )( callרכש )לאופציה יש מאפיין של אופציית  Moody's-KMV דלמוב

ניתנת אך , לנצח( אשר איננה פוקעת לעולם Perpetual( קונסול )Down and Out) Knock outמסוג 

 .עת בכל למימוש

 

שרות לע בנוגע עבר תצפיות על המבוססים סטטיסטיים נתוניםעל בסיס  ,מצאה Moody'sחברת 

נמצא  24, שכאשר חדלות הפירעון של הפירמה מתרחשת, שווי השוק של נכסי הפירמהפירמות

גדרה של ההתחייבויות לזמן קצר. לפיכך, ההסך בין סך ההתחייבויות לזמן ארוך לבין איפה שהוא 

אמידת ששווי הפירמה נמוך משווי החוב איננה מדויקת דיו לצורך חדלות הפירעון של הפירמה 

 [(.3ויות בפועל לחדלות פירעון )ראה ]ההסתבר

 

שווה לסך הצברם של ( DP) נקודת חדלות הפירעון, Moody's של האמפירי המחקר על בהתבסס

 את לייצג יכולים ההתחייבויות לטווח קצר ומחצית ההתחייבויות לטווח ארוך. לפיכך, אנו

 ות הפירעון. חדלרחוק שווי הנכס משבו  התקן סטיות כמספר המרחק לחדלות פירעון

 

     (47)                                                  
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כאשר   tFE הפירמה ושווה  נכסי של העתידיים השוויים התפלגות הינו תוחלת                               

  -ל    

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













 trFtFE F

2

2

1
exp0 , SD  ,הינו החוב לטווח קצרLD  ,הינו החוב לטווח ארוך

DP הינו נקודת חדלות הפירעון והוא שווה ל- LS DDDP
2

1
 ו- DD  הינו המרחק מחדלות

 .ונקודת חדלות הפירעון רמהנכסי הפי של השוק שווי בין פירעון, המייצג את המרחק

 

מרעיון ההתפלגות הנורמלית לצורך קביעת ההסתברות מתנתק  Moody's-KMV מודל, ולבסוף

 על המבוסס Moody's חברת של הגדולהסטטיסטיים  הנתונים נתוניםבמסד הלחדלות פירעון, 

ניתן , לפיכך. ןתוחלת השכיחות לחדלות פירעו על מנת לאמוד, Default לשיעורי בנוגע עבר תצפיות

 -ל DD( בין one-to-one relationshipחד ערכי )-קשר חד על מנת לקבוע הנתונים במסד להשתמש

                                                
 הן אירופאית אופציות. מסחר יום בכל סהבבור נסחרת האופציה זאת עם. בלבד הפקיעה בתאריך למימוש הניתנת אופציה 21

 .א"בת בבורסה הנסחרות
 .פוקעת האופציה זה מועד לאחר באופציה הנתונה הזכות את לממש האופציה מחזיק זכאי בו האחרון המועד 22
 אופציה הניתנת למימוש בכל עת עד תאריך הפקיעה. 23
 החופשיים העתידיים של הפירמה.המזומנים הוא הערך הנוכחי הנקי של תזרים  נכסי הפירמהשווי השוק של  24
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EDFענפים שונים, בעלות גודל שונה שני לשתי פירמות מנוצר מצב בו חד ערכי, -הקשר החד . בשל

 .EDFבהכרח את אותו  יהיה DDומיקום גיאוגרפי שונה אך עם אותו 

 

 בהתפלגות משתמש KMV-Mertonהיא שמודל  Merton של מודל ביותר ההחשוב ההשלכה

 נורמלית בהתפלגות שימוש, הנורמלית על מנת להגדיר את ההסתברות לחדלות פירעון. למעשה

 נחזור, . ראשית[(3] ראה)למדי על מנת להגדיר את ההסתברות לחדלות פירעון  גרועה בחירה הוא

חדלות הפירעון היא קבועה ושווה לערך  נקודת, Merton במודל. (DP) חדלות הפירעון לנקודת

 נקודת חדלות הפירעון היא משתנה; זה, Moody's-KMV במודל, זאת הנקוב של החוב. עם

 את מתאימות קרובות חובות, היות ופירמות לעתים עצמית של לרכישה מתקשר איכשהו

לות הפירעון אינו בהכרח שווה חד זמן, שנית לחדלות פירעון. מתקרבותהתחייבויותיהם כאשר הן 

את  לעדכן ניתן, ואכן. בתום אופק הזמן או לפני כן עת בכל להיות יכול זה לטווח לפדיון של החוב;

להתפלגות תשואות נכסי , לבסוף. חדלות הפירעון בנקודת שינויים על בסיס יומי בגלל השוק נתוני

 .יותר מאלו של ההתפלגות הנורמלית דקיםהפירמה יש זנבות 

 

מהווים [( 66] ראה) Enron -ו[( 61] ראה) Moody's ,WorldComשל  (case studiesמקרי המבחן )

, מתחרותיה , עלMoody's KMVמודל השימוש שלה ב, באמצעות Moody'sשל  דוגמאות ליתרונה

שר מחיר המניה של שתי החברות , כאהאמורים . בשני המקריםStandard & Poor'sכמו למשל 

האחרות  . לסוכנויות הדירוגEDF -, והקפיץ את הנפללחדלות הפירעון מייד  , המרחקצנח

ברור . הזה להפנים את השינוי ימים כמה לקח המסורתיותהמשתמשות בשיטות דירוג האשראי 

 3מתרשימים  .מהווה נורת אזהרה מוקדמת טובה יותר מהשיטות המסורתיות EDF -לחלוטין שה

 בעוד. מסוים במובן המסורתיים דירוגיםה את מוביל EDF -ה מדד ניתן לראות כי, 2 -ו

 בסיכון שינוי לכל מגיב EDF -מעת לעת באופן בדיד, הרי שה מותאמים מסורתייםה שהדירוגים

בשוויי ההון העצמי לצורך  מראות כי שימוש אלו תוצאות. ורציף דינמי באופן חדלות הפירעון

ומקיף יותר בהשוואה  יותר הסקה על ההסתברויות לחדלות פירעון, משקף את המידע באופן מהיר

 לשיטות המסורתיות. 
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 S&Pודירוג  WorldCom ,EDF: 3תרשים 

 

 

 

 S&Pודירוג  Enron ,EDF: 1תרשים 

 

 חובלשני סוגים של הרחבה  .3

הפירמה מורכב מסוג אחד של חוב ומסוג אחד של  ההון של , מבנהMertonעל פי ההנחות של מודל 

משני סוגים של חוב מורכב להנחה חדשה לפיה, מבנה הון כעת אנו מרחיבים את ההנחה הזאת מניות. 

על הפירמה נבדלות אחת מהשנייה בטווחי הפדיון שלהן, כלומר, תביעות החוב ומסוג אחד של מניות. 

 SDוערך נקוב של  STהינו בעל טווח לפדיון של קצר  טווחל החוב חוב לטווח קצר וחוב לטווח ארוך.

ללא סבבי כל החובות משולמים  .LDוערך נקוב של  LTהינו בעל טווח לפדיון של  ארוך טווחל החובו
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לחדלות פירעון תחת ההנחה ההסתברות ההון העצמי ו שווישיו נדבר על . עכאו חוב חדשים גיוס הון

 החדשה לגבי מבנה ההון של הפירמה. 

 

STtבזמן שלה לטווח קצר לשלם את החוב  כהצריוהפירמה  0tנניח שהזמן הנוכחי הוא  .  אם

כפי שהוגדר מוקדם , SDשלה לטווח קצר החוב ם הפירמה אינה יכולה לעמוד בהתחייבותה לתשלו

היא מגיעה מייד לחדלות פירעון. אחרת, הפירמה שורדת, אך הרי שיותר באירוע של חדלות פירעון, 

. כאשר 5בתרשים  , כמוצגSDשלה לטווח קצר החוב בגובה תשלום  קטן STשווי הפירמה בזמן 

פעם . LD שלהלטווח ארוך החוב , היא שוב פעם צריכה לשלם, אך הפעם את LTמגיעה לזמן  הפירמה

היא מגיעה  LD שלהלטווח ארוך החוב נוספת, אם הפירמה אינה יכולה לעמוד בהתחייבותה לתשלום 

 וזמן 0tבין זמן לחדלות פירעון הסתברות בההון העצמי ו בשווילדון דלות פירעון. על מנת מייד לח

STt ,  .תקופת חלק הראשון הוא ה אנחנו צריכים לפצל את תקופת הזמן לשני חלקים בלתי תלויים

LS, והחלק השני הוא ST0הזמן  TT . 

 

 

 שני סוגים של חוב: 5תרשים 

 

 שווי ההון העצמי .א

החוב לטווח  פדיון שלה ממועדעלינו לעבוד באופן רקורסיבי ההון העצמי,  שווילחשב את כדי 

  ST ביןשה בתקופ ההון העצמי שוויאת לקחת . ראשית, עלינו 0t זמן הנוכחיועד ל LTארוך 

 וא, שווי החוב הLTהחוב לטווח ארוך  פדיון שלמועד הב. LT -ו  LL DTFMin ושווי ההון  ,

העצמי הוא   0,LL DTFMax  . ,מחזיק איגרת החוב מקבל את הערך הנקוב של החובLD ,

המניה מקבל את ההפרש שבין שווי הפירמה לבין הערך הנקוב של החוב,  מחזיקו  LL DTF  ,

 .LDגדול יותר משווי החוב  LTכל זמן ששווי הפירמה בזמן 
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ניתן לתאר את שווי ההון העצמי (, 61משוואה )מ( ו63) Black-Scholes-Mertonממשוואת 

 כפונקציה של: LT -ו  STבמהלך התקופה שבין 

 

     (40)                       
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 כאשר N סטנדרטית הנורמלית המצטברת ההתפלגות היא. 

 

 על מנת לכסות את תשלום החובסבבי גיוס הון או חוב חדשים ננה יכולה לבצע היות והפירמה אי

. אבל, שווי ההון העצמי יהיה רציף ST, הרי ששווי הפירמה עוקב קפיצה בדידה בזמן המקורי שלה

 נועליהזדמנות לארביטראז'. כאן אם הפירמה לא תגיע לחדלות פירעון בנקודה זו, אחרת ישנה 

בשווי הפירמה לפני ואחרי הקפיצה הבדידה, כאשר הזמן לפני ואחרי הקפיצה הוא לדון 

ST ו- 



ST בהתאמה. על כן אנו מקבלים את הקשר הבא בזמן ,ST.  

 

     (47)                                    
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בזמן 

ST , שווי החוב הוא  SS DTFMin ,  ושווי ההון העצמי הוא   0,, 

SS TFTEMax. 

מאחר וניתן להסתכל על ההון העצמי כאפוציה על שווי הפירמה, הרי שלמעשה יש לנו כאן אופציה 

על כן ניתן לרשום את שווי ההון העצמי,  (.compound optionעל אופציה או אופציה מורכבת )

 לן:קלד(, כ47) -( ו40) ותיחד עם משווא
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 :-( כ31ניתן לרשום את משוואה )
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     (36)  
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 -והסתברות הא פונקצית צפיפות יה pכאשר 

 

          SSLLBS TDtFttFpTDttFCtFf ,'';,,;,''''           

 

 compositeהטרפז המורכבת )יש לבחור בשיטת  (36משוואה )מאחר ואין פתרון אנליטי ל

trapezoid rule) .וא להחליף את האינסוף שבאינטגרל הרעיון הבסיסי ה לצורך קבלת פתרון נומרי

בערך כלשהו שיהפוך את   ''tFf בתהטרפז המורכשיטת במשוואת  לקטן מספיק, ולהשתמש 

 על מנת לרשום את הפתרון המקורב.

 

 ההסתברות לחדלות פירעון .ב

( של הפירמה תחת ההנחה של שני default probabilityההסתברות לחדלות פירעון )כדי לחשב את 

 החלקים. ( של שניsurvival probabilitiesסוגים של חוב, עלינו לחשב את ההסתברויות לשרידות )

בתקופה  ההסתברות לחדלות פירעון נקבל אתהישרדות, לסתברויות השתי ה ם שלידי הכפלת על

 זו. 

 

, STדות בזמן ישרלסתברות הכדי לחשב את ה .ST -ו 0tאנחנו מתחילים עם התקופה שבין 

  -כך ש SDעבור סוג אחד של חוב דלות פירעון ההסתברות לחעלינו פשוט להתאים את 

 

     (34)                                   
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כאשר  
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 ההינ LT -ו STתקופה שבין בדות ישרלסתברות ההבאופן דומה, 

 

     (33)                          
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 -ו 0tנקבל את ההסתברות לחדלות פירעון של הפירמה במהלך התקופה שבין  מהתוצאות לעיל

ST :כדלקמן 

 

     (32)                           LS
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לעבוד עם ההסתברות לחדלות פירעון מאחר והאומדנים עבור לא יכולים פשוט אנו , פעם נוספת

 tF ו- F  .( ו41לינאריות )-אה ותמשוואהשתי את עם זאת, אנו יכולים לפתור אינם ידועים- 

את שני האומדנים הלא ידועים הללו. לסיכום, בהינתן יתר ע לקבו על מנתבו זמנית ( 36)

ההסתברות לחדלות פירעון עבור מקרה של שני סוגים את האומדנים הנצפים, נוכל לחשב בקלות 

 של חוב.

 

 בחינת המודל .1

 בחירת הנתונים .א

, בחרנו בשמונה עשר פירמות וגזרנו את ההסתברויות 3שגזרנו בחלק במשוואות על מנת להשתמש 

. כל שש פירמות הן מאותו ענף בבורסה לניירות ערך 4166-4163דלות פירעון שלהן בין השנים לח

בתל אביב, כאשר הענפים הם: תקשורת ומדיה, השקעה ואחזקות ונדל"ן ובינוי. בכל ענף, סיווגנו 

, גדולותקראנו ל, גודלןעל פי , בהתאם לגודלן בלבד. קטנותו בינוניות, גדולותאת הפירמות ל

 , בשם מדגם אחד, מדגם שתיים ומדגם שלוש, בהתאמה.קטנותת ולנוניוביל
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 םאמידת הפרמטרי .ב

פעם אחת על  Excel בתוכנת, אנו משתמשים KMVבמודל כאשר אנו מחשבים את הפרמטרים 

                        משוואות השתי את לפתור ופעם שנייה על ממנת  מיםליישם את הנתונים המתאי מנת

על מנת לחלץ הן את שווי נכסי הפירמה והן את תנודתיות נכסי בו זמנית ( 46) -ו (61) ותלינארי-הא

 לחדלות פירעוןמתחילים לפתור את המרחק נו כל הפרמטרים, אהפירמה. לאחר שאמדנו את 

(DD )סטוכסטיתהליך עוקב כי שווי נכסי הפירמה (. בהסתמך על ההנחה 42משוואה ) באמצעות 

(, נחלץ את ההסתברות Geometric Brownian Motionית גיאומטרית )הכולל תנועה בראונ

( או את ההסתברות בפועל לחדלות 45( באמצעות משוואה )IDPהמשתמעת לחדלות פירעון )

( וחישוב הדלתא של ההון העצמי, הגמא של ההון העצמי והתטא של 41פירעון באמצעות משוואה )

 ההון העצמי. להלן שלבי החישוב שלנו:

 

 ודתיות ההון העצמיתנ (1

מסדרת נתונים שימוש בנתונים היסטוריים שנמדדו הון העצמי מחושבת על ידי התנודתיות 

תהליך עוקב כי שווי ההון העצמי בהסתמך על ההנחה ות כל מניה. עתית של תשוא

(, אנו Geometric Brownian Motionהכולל תנועה בראונית גיאומטרית ) סטוכסטי

הם שערי  1iS -ו iS, כאשר i -הוא הלוגריתם הטבעי של התשואה ביום ה i -מניחים ש

 :-, בהתאמה. ואז נקבל ש1i -ו iביום  הנעילה המתואמים באגורות

 

     (35)                                                         
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)ראה  Hullהוצגה על ידי שלחזות את התנודתיות ניתן על ידי שימוש בנתונים ההיסטוריים 

 בשנה הבאה.העצמי [(, אנחנו יכולים לחשב את התנודתיות של ההון 64]
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 .453 -הוא מספר ימי המסחר, שהינו בקירוב שווה ל nכאשר 

 שווי השוק של ההון העצמי (2

דצמבר של כל ב 36 -ל [(63)ראה ]מאתר הבורסה  שווי השוק של ההון העצמי נלקח ישירות

 .4163 -ו 4164, 4166אחת מהשנים 
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 כוןשיעור הריבית חסרת הסי (3

ימים  315 -ל 25אנחנו משתמשים בשיעור התשואה האפקטיבית על מק"מ במאמר זה,

מאחר ושיעור . [(62)ראה ]הנתונים מתוך בנק ישראל סיכון. ה תריבית חסרהכשיעור 

התשואה האמור משתנה מחודש לחודש בשנים האחרונות, לקחנו את ממוצע שיעורי 

אומדנים על מנת לייצר  4163 -ו 4164, 4166של כל אחת מהשנים החודשים  64 -התשואה ב

 4163 -ו 4164, 4166 תהסיכון לשנ תשיעור הריבית חסראומדני  יותר. אמפיריים מדויקים

 .3.15% -ו ,4.43%, 6.36%הם 

 26הטווח לפדיון (1

, ומאחר ורצינו לפשט את אחריש מבנה התחייבויות  ותפירמכל אחת מהלבאופן כללי, 

 .1T -ש כך, הוא שנההתחייבויות הפירמה של משך החיים הדיון, הנחנו ש

 התחייבויות הפירמה (5

ההתחייבויות פחות או יותר הינו  שווי התחייבויות הפירמה Moody'sעל פי חברת 

ההתחייבויות נתונים אודות ה .ההתחייבויות שאינן שוטפותבתוספת מחצית  השוטפות

, 4166-4164לשנים  כל אחת מהפירמותים של מבוקרהכספיים הדוחות נלקחו מתוך ה

 [(.65)ראה ]מאתר מאי"ה  4163בספטמבר  31סקורים ליום הביניים הכספיים ומהדוחות ה

 שווי נכסי הפירמה ותנודתיות נכסי הפירמה (6

שווי נכסי הפירמה ותנודתיות  שקיבלנו את חמשת הפרמטרים לעיל, אפשר לחלץ אתברגע 

-על מנת לפתור את שתי המשוואות הא Excelבתוכנת . אנו משתמשים נכסי הפירמה

נסדר  Excel -תוכנת ה -כדי שיהיה ניתן להכניס אותם ל( בו זמנית. 41) -( ו61לינאריות )

 מחדש את מערכת המשוואות.
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 :להלן הרעיונות הבסיסיים של החישוב שלב אחר שלב

(I) פריורית של נכסי הפירמה מוחלפת בתנודתיות ההון העצמי. מהצבת -התנודתיות הא

בפונקציה )קרי, האומדן לתנודתיות ההון העצמי( האומדן לתנודתיות נכסי הפירמה 

 (, נקבל אומדן לשווי נכסי הפירמה.37הראשונה במשוואה )

(II)  ייה במשוואה בפונקציה השנ 6מהצבת האומדן לשווי נכסי הפירמה שקיבלנו בשלב

נקבל אומדן חדש לתנודתיות ההון העצמי )הרי, את האומדן לתנודתיות נכסי (, 37)

 (.6הפירמה ואת האומדן לשווי נכסי הפירמה קיבלנו כבר בשלב 

                                                
מלווה קצר מועד, מלווה של בנק ישראל אשר מונפק לתקופה של עד שנה. המונפק בניכיון ואינו נושא ריבית והצמדה. בסוף  25

 .611התקופה מגיע ערכו ל 
 החוב.התקופה שנותרה עד לפדיון הסופי של קרן  26
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(III)  27שווה לאומדן האמיתי 4אם האומדן החדש לתנודתיות ההון העצמי שקיבלנו בשלב  

על שלב  חזור. אחרת, עלינו ל1ים לתנודתיות ההון העצמי, התוכנה עוצרת, ראה תרש

יהיה שווה  4עד אשר האומדן לתנודתיות ההון העצמי שיתקבל בשלב  4ושלב  6

 לאומדן האמיתי לתנודתיות ההון העצמי.

 

 

 איטרציה בין השווי לבין התנודתיות של נכסי הפירמה : 6תרשים                                               

 

לאחר שמצאנו את הפיתרון לשווי נכסי הפירמה ולתנודתיות נכסי (, 37משוואה )עבור 

)קרי, שלמערכת הפונקציות  ייחודי הואשקיבלנו הפתרון ש הבטיחהפירמה, עלינו ל

פשוט לגזור את התשובה היא כן. אנחנו יכולים  .( יש רק פתרון אחד בלבד(37במשוואה )

: -על מנת לקבל ש Fהפירמה  יביחס לשווי נכס( 37במשוואה )הפונקציה הראשונה 

 
 

   

 F

rT

F

dNDedFN
dN

F

Ff 21
1

'' 





  , 'N  הוא פונקציית צפיפות ההסתברות

:  -הנורמלית. נסדר מחדש את המשוואה לעיל ונקבל ש
 

 1dN
F

Ff





 -. מאחר ו  1dN 

גדול מאפס, הרי שגם 
 
F

Ff




גדול מאפס.   Ff  הוא פונקציה עולה שלF  דבר המבטיח 

אותו כנ"ל לגבי  כי לפונקציה שורש אחד בלבד. Ef . 

 (IDP( וההסתברות המשתמעת לחדלות פירעון )DDהמרחק לחדלות פירעון ) (9

, לחדלות פירעוןאנחנו יכולים להתחיל לחשב את המרחק כל הפרמטרים,  שקיבלנו אתברגע 

ת, נורמליההתפלגות על ידי מיפוי באמצעות ה לחדלות פירעוןולאחר מכן את הסתברות 

הכולל תנועה בראונית  סטוכסטיתהליך עוקב בהתבסס על ההנחה ששווי נכסי הפירמה 

הסתברות המשתמעת לחדלות (. עבור הGeometric Brownian Motionגיאומטרית )

הסתברות ה(. עם זאת, עבור 45את הפרמטרים במשוואה )פירעון, אפשר פשוט להציב 

הון העצמי, של הגמא התטא וה, אנחנו צריכים לחשב את הדלתא, לחדלות פירעון בפועל

                                                
נתונים היסטוריים שנמדדו מסדרת נתונים עתית של א זה שחושב משימוש בהאומדן האמיתי לתנודתיות ההון העצמי הו 27

 .תשואת המניה
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על מנת לחשב ( 46משוואה )ביחד עם אחרים, באת הפרמטרים האלה,  ציבולאחר מכן לה

לחדלות  הסתברות בפועלה( נקבל את 41ואה על נכסי הפירמה. ממשוואה )את תוחלת התש

עוסקים אך ורק בהסתברות אנחנו של כל אחת מהפירמות. אך במאמר זה,  פירעון

 .המשתמעת לחדלות פירעון

 

 ניתוח הנתונים .ג

ניתן לראות שהוזכרו לעיל. בכל שלושת הנספחים, תיעדנו את כל הפרמטרים , ג -א, ב ו יםבנספח

מתנודתיות נכסי הפירמה. תוצאות אלו נובעות תמיד גבוהה יותר  קלות שתנודתיות ההון העצמיב

ממבנה ההון של הפירמה לפיו, שווי נכסי הפירמה מורכב משווי ההון העצמי וההתחייבויות, והוא 

פירמה אחת לשנייה. כעת ננתח את משתנה מ IDP -תמיד גדול מאפס. ניתן גם לראות שה

  והענפים שלהן. הגודלי התוצאות על פ

1) DD ו- IDP 

על פי (. 7הפירמות לשלושה מדגמים )ראה תרשים  60סיווגנו את . הגודלנסתכל על  תחילה,

קראנו לגדולות, לבינוניות ולקטנות, בשם מדגם אחד, מדגם שתיים ומדגם שלוש, , גודלן

 .4163הפירמות בשנת  60בנתוני  בהתאמה. כעת נדון

 

 

 2113שנת דגמים של מה תבשלוש IDP -ו DD: 9תרשים                                            

 

לפירמות הגדולות יש פחות סיכוי להגיע למצב של חדלות פירעון, ולפירמות באופן כללי, 

הסיכוי של הפירמות הבינוניות הקטנות יש יותר סיכוי להגיע למצב של חדלות פירעון. 

 -נמצא בין הסיכוי של הגדולות לבין הסיכוי של הקטנות. ה להגיע למצב של חדלות פירעון

DD  את היחס  מציג, 0המצביע על ההסתברות לחדולת פירעון. תרשים סידורי מוצג כמספר

הממוצע של הפירמות,  DD -לבין גודל הפירמה. גם אם נסתכל על ה DD -הישר שבין ה

 4.36הפירמות הבינוניות הוא  , של2.16הממוצע של הפירמות הגדולות הינו  DD -נקבל שה

 DD -. נתונים אלו משקפים גם כן את היחס הישר שבין ה6.52ושל הפירמות הקטנות הוא 

 לבין גודל הפירמה. 
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 2113שלושת המדגמים של שנת בין  DD -השוואת ה: 8תרשים                                       
 

הצביע על הבדלים בהסתברות לחדלות הוכיח את תפקידו ל IDP -מראה שה 7תרשים 

, מציג את היחס ההפוך 7פירעון, אך הוא ממלא תפקיד של מספר סידורי בלבד. תרשים 

הממוצע של הפירמות, נקבל  IDP -לבין גודל הפירמה. גם אם נסתכל על ה IDP -שבין ה

 4.43%, של הפירמות הבינוניות הוא 1.66%הממוצע של הפירמות הגדולות הינו  IDP -שה

 -. נתונים אלו משקפים גם כן את היחס ההפוך שבין ה66.67%ושל הפירמות הקטנות הוא 

IDP  .לבין גודל הפירמה 
 

 

 2113בין שלושת המדגמים של שנת  IDP -השוואת ה: 7תרשים                                       
 

צביע על יחס הפוך בין            פירמות ומ 60בקרב  IDP -ל DD -מציג את הקשר שבין ה 61תרשים 

יתר על כן, [(. 3)ראה ] Moody's, מה שמאשר את תוצאות המחקרים של IDP -ל DD -ה

. לאחר נקודה קריטית זו, 3.1 -ל מגיע DD -שה כי היחס ההפוך ברור יותר לפניניתן לראות 
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 ביעה על כךמצ. עובדה זו DD -לשינויים בלהיות קו ישר, שאינו רגיש היחס הופך מערכת 

נפגעת, וכתוצאה  IDP -לנקודות מסוימות, יכולת החיזוי שלו לגבי הגיע מ DD -ה שכאשר

 שמתקבל אינו מדויק מספיק. IDF -מכך ה

 

 

 2113בשנת  IDP -ל DD -הקשר בין ה: 11תרשים                                                

 

2) DD ותנודתיות נכסי הפירמה 

הממוצע  IDP -הממוצע וה DD -מציגים את ה 64ותרשים  66נף. תרשים כעת, נתמקד בע

משתנים בתוך כל אחד מהענפים.  IDP -וה DD -בכל שנה, בהתאמה. באופן לא מפתיע, ה

מקפלת בתוכה את אשר זאת תודות לתנודתיות נכסי הפירמה של כל אחד מהענפים, 

ס הפוך בין תנודתיות נכסי המאפיינים הכלכליים השונים. מחישובינו עולה כי יש יח

 .DD -הפירמה לבין ה
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 הממוצע  DD -השוואת ה: 11תרשים                                                          

 

 

 הממוצע  IDP -השוואת ה: 12תרשים                                                          

 

3) DD ושווי נכסי הפירמה 

ושווי נכסי הפירמה בשלושת  DD -מציגים את הקשר שבין ב 65 -ו 62, 63 תרשימים

 -ה השתמשנו בההשוואהענפים. על מנת להקל על  FLog המייצג את הלוגריתם של שווי ,

ניתן לראות שלא משנה באיזה ענף מדובר, ככל ששווי נכסי הפירמה גדול  נכסי הפירמה.

פירעון רב יותר. לשון אחר, ככל ששווי נכסי הפירמה גדול יותר כך  יותר כך המרחק לחדלות

 יש פחות סיכוי שהפירמה תגיע למצב של חדלות פירעון.

 

 

 2113בענף התקשורת והמדיה בשנת  DD -ו Log(F): 13תרשים                                 
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 2113בענף ההשקעה והאחזקות בשנת  DD -ו Log(F): 11תרשים                                      

 

 

 2113בענף הנדל"ן והבינוי בשנת  DD -ו Log(F): 15תרשים                                           

 

 בממצאים דיון .ד

יש  -לאמור .Merton הנשען על הרעיון הבסיסי של מודלהוא המודל המבני,  KMV-Mertonמודל 

ומשתמש בשווי ובנוסף הוא  וכדי לתמוך ב Merton של מודל מודל התיאוריה הקונקרטיתלו את 

 מהימנותתוצאות הוא מספק נתונים פיננסיים כתשומות. במובן מסוים, ובהשוק של הון עצמי 

בניגוד דוגמאות לעיל הסבירו היטב את תפקידם. עם זאת, הפירמה. ה סיכון האשראי שללהערכת 

 .הן אינן מדויקותלצפיותינו המוקדמות 

 

ל ההנחה ששווי המשתמעת לחדלות פירעון של הפירמה, הסתמכנו עסתברות ההאת  כשנגזרנו

 Geometric Brownianהכולל תנועה בראונית גיאומטרית ) סטוכסטיתהליך עוקב נכסי הפירמה 
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Motion ברם, ההתפלגות הנורמלית הינה בחירה גרועה להגדרת ההסתברות לחדלות פירעון .)

 המבוססשלה  הגדולהסטטיסטיים  הנתונים נתוניםבמסד ה משתמשת Moody's[(. חברת 3)ראה ]

מצוא את הקשר שבין המרחק לחדלות פירעון על מנת ל, Default לשיעורי בנוגע עבר תצפיות על

עלינו לשאול האם מסד הנתונים הגדול שממנו  ,יחד עם זאתלבין ההסתברות לחדלות פירעון. 

יות לחדלות פירעון הוא באמת מספיק על מנת ליישמו על על ההסתברו Moody'sמסיקה חברת 

שוק אחר וכן האם נכון להתייחס לנקודת חדלות הפירעון כאל מספר מסוים, כאשר ברור לנו 

. מלבד הסיבות הסובייקטיביות הללו, ישנן גם כמה סיבות ([3)ראה ]למעשה שהיא משתנה מקרי 

הפירמה.  סיכון האשראי של הערכתשל  דיוקרמת הל ותגם תורמ ןאובייקטיביות אחרות. ה

, שנקבע לחלוטין על ידי השוק וכולל על ידי חישוב שווי ההון העצמימתקבל  DD -למרות שה

בחובו את המאפיינים הכלכליים של החברה, עדיין אין אנו יכולים להבטיח כי שווי ההון העצמי 

היא במקרה ביותר  ההחשובה . ישנן מספר סיבות לכך, אךמשקף את השווי האמיתי של הפירמה.

אינם מהימנים ומטעים את האפקטיביות של שוק המניות.  במקרה הנתונים החשבונאייםשבו 

המודל עשוי שלא לפעול בצורה חלקה. עבור ענפים מסוימים ופירמות ציבוריות מסוימות, 

בנק הסיפורו של  .Northern Rockגרם לצרות בבנק המשכנתאות  Subprime -המשבר  לדוגמא,

כאלה קורים כמעט בכל ענף בפירמות שלהן השפעות . אירועים של הממשלהבהתערבות  הסתיים

כוחות חיצוניים )הממשלה( מצילים את הפירמה  במצבים אלה,חברתיות ופוליטיות חזקות. 

ריבית שיעור להשתמש ברק יכולים לא החלק הקריטי ביותר הוא שאנחנו מחדלות הפירעון. 

תוחלת להשתמש ב עלינובמקום זאת,  ן לתוחלת התשואה על הפירמה.כאומדחסרת סיכון 

 מתודולוגיות.כמה התשואה על הפירמה באמצעות 

 

 סיכום ומסקנות .5

שונים ומרחיב את מודל                     מודלים  תחת שני KMVמאמר זה מתאר את הרעיון הבסיסי של 

KMV-Merton  יישמנו את מודל , בנוסף. חוב ם שלשני סוגיכך שיתאים לפירמה שלהKMV-Merton 

 .4166-4163 התקופה פניעל בישראל בשלושה ענפים שונים  על מספר פירמות

 

את חדלות הפירעון יכולת לחזות יש  KMV-Mertonלמודל על ידי בחינת הנתונים האמיתיים, נראה ש

ן ההסתברות ליחס הפוך בי KMVשל הפירמה, ובנוסף התוצאות מאשרות את טענתה של חברת 

שימושי יותר עם זאת, הניתוח שלנו מצביע על כך שהמודל לחדלות פירעון והמרחק לחדלות פירעון. 

זו נגרמת תוצאה דירוג אשראי של פירמות מאשר לאמידת ההסתברות לחדלות פירעון.  לאמידת

ית הכולל תנועה בראונית גיאומטר סטוכסטיתהליך עוקב שווי הפירמה ההנחה שעל ידי בחלקה 

(Geometric Brownian Motion .) מצליח למצוא קשר בין המרחק עם זאת, המודל שאנחנו מיישמים

 , תנודתיות נכסי הפירמה ושווי נכסי הפירמה.(DD) לחדלות פירעו

 

ולכן מיישמת,  Moody'sאינו זהה לזה שחברת  KMV-Merton שלנו למודל יישוםהאנו מכירים בכך ש

 התקבלוש אלויותר מ ותטוב ותתוצאככל הנראה יפיק  (Moody's-KMVמודל קרי, ) VKמודל  

 במאמר זה.
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